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OCENA TRZECH ALGORYTMOW DYSKRYMINACYJNYCH
DLA CECH ILOSCIOWYCH NA PRZYKEADZIE
NIEKTORYCH SCHORZEN UKtADU ODDECHOWEGO

1. Materiat i metoda

Pomimo istotnych sukceséw w zwalczaniu gruZlicy przewlekte schorzenia
uktadu oddechowego sg coraz powazniejszym problemem spotecznym. Postepuja--
ce zanieczyszczenie atmosfery pytami i toksycznymi gazami prowadzi do
wzrostu zachorowar na tzw. przewlekty zaporowg chorobg ptuc obejmujaca:
przewlekty niezyt oskrzeli, dychawice oskrzelowg i rozedme ptuc. Bardzo
dobrze ilustrujg to zagadnienie dane opublikowane przez Sawickiego i wsp.
[7]. Autorzy ci w 1968 r. stwierdzili objawy przewlektego niezytu oskrze-
1i lub dychawicy oskrzelowej az u 23,2 % zbadanych w tym czasie w Krakowie
mezczyzn. W 1973 r. czestos¢ wystepowania tych schorzen byta jeszcze wyzsza
i wynosita 28,6 %. Wedtug Leowskiego [3] w latach 1967-68 choroby uktadu
oddechowego stanowity 19,6 % ogdlnej zachorowalnosci w Polsce, przy czym
czestos¢ ich wystepowania byta okoto dwukrotnie wieksza od np. schorzer
uktadu krazenia (10,5 %) lub uktadu pokarmowego (9,8 %). Do réwnie alarmu-
jacych wnioskéw musi prowadzi¢ analiza wskazZnikow absencji chorobowej, in-
walidztwa i umieralnosci. W sSwietle przytoczonych danych staje sie oczy=-
wiste, ze problem profilaktyki i zwalczania nieswoistych chordb ptuc sta-

wia przed stuzbg zdrowia nowe, pilne zadania teoretyczne i praktyczne.



Szczegdlnie wazne jest zagadnienie wczesnego wykrywania tych schorzen.

W Klinice Chorob Wewnetrznych Akademii Medycznej we Wroctawiu oraz
w Instytucie Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego podjeto probe stworze-
nia podstaw informatycznego systemu dla zautomatyzowanych poradni pneumo-

legicznych, poczgtkowo o profilu gtdwnie astmologicznym.

W pierwszym etapie pracy objeto badaniami pacjentdw hospitalizowanych
w Klinice Choréb Wewngtrznych oraz chorych leczonych ambulateryjnie = ra-
zem 303 osoby. Caty materiat podzielono na 5 nastepujacych grup:
Grupa 17 - dychawica oskrzelowa niepowiktana; n = 103
Grupa 2 - dychawica oskrzelowa powiktana rezedmg ptuc, a w czesci przypad-
kow takze przewlektym sercem ptucnym; n = 48
Grupa 3 - przewlekty niezyt oskrzeli niepowiktany; n = 23
Grupa 4 - przewlekty niezyt oskrzeli powiktany; n = 24
Grupa 5 - kontrolna, obejmujgca osoby, u ktérych nie stwierdzono objawdw

wymienionych wyzej schorzern; n = 105

Dla kazdego badanego wypetniana byta ankieta zawierajgca 146 pozycji,
w tym: dane personalne, wywiad chorobowy, stan przedmiotowy, badania dodat-
kowe (miedzy innymi spirometrie, gazometrie, ekg, morfologie krwi, analize

moczu, wartosci RR i tetna, wage i wzrost) oraz rozpoznanie kliniczne.

Celem pracy byto zasymulowanie procesu zbierania i sktadowania informa-
cji, a takze automatycznego wspomagania lekarza w jego czynnosciach diag-

nostycznych.

W pierwszej fazie do dalszego opracowania wzieto wyniki tych badan do-
datkowych, ktére miaty charakter cech ilosciowych ciggtych. Niektdre
z nich przetworzono w inne wskazniki. W rezultacie do opracowania metodami
statystyki matematyczne] i zbadania whasnosci rdznicujacych miedzy wyzej
wymienionymi jednostkami chorobowymi wzieto nastepujgce zmienne: 1. tetno,
2. RR skurczowe, 3. RR rozkurczowe, 4. OB po 1 godzinie, 5. OB po 2 godzi-

nach, 6. hemoglobina, 7. liczba erytrocytéw, 8. liczba leukocytdw,
FEV,akt./ml/

B FEVZnaI./ml/

=100, 10. VvC akt. /ml/, 11. VC akt. /%/, 12. FEV, akt. /ml/,

1

1% FEV‘ akt. /%/, czyli wskaznik Tiffaneau, 14, FEV1 po salbutamolu lub

AFEV1 po salbutamolu lub histaminie
histaminie, 15.

FEV, nolezne 100, S i, s s



(s pCOz, 9. SaOZ, 20. HCO3 stas 2. HCO3 akt., 22. BE, 23. TC02,

24 FEV, akt. /ml/ 4
VETZ;EEEET7ET7*]00’ 25. eozynofilia we krwi, 26. AFEV‘ po salbutamo-

lu lub histaminie.

Do tak zebranych danych zastosowano nastepujace metody analizy dyskry-

minacyjnej:

1. Wybdr cech o najwigksze]j sile dyskryminacji, szeregowanie cech wedtug
ich sity dyskryminacyjnej (program dis5)

2. Diagnoza, czyli identyfikacja metoda kanonicznych funkcji dyskrymina-
cyjnych (program dis4)

3. Diagnoza, czyli identyfikacja metodg liniowych i kwadratowych funkcji

dyskryminacyjnych (program dis6)

Oméwimy teraz bardziej szczegétowo poszczegdlne metody oraz pokazemy
ich dziatanie na zebranym materiale. Obliczenia byty wykonane za pomocq
odpowiednich programéw napisanych w jezyku ALGOL 1204, Autorzy dysponuja
réﬁniei programami napisanymi w jezyku ALGOL 1900 z implementacja na m.c.
ODRA 1305.

2. Wybér zmiennych o najwigksze] sile dyskryminacji

Spoéréd réznych wskaznikow mierzacych site dyskryminacji mozna przyjac
wskaznik uzywany w wielozmienne] analizie danych, mianowicie tzw. statys-
tyke A Wilksa okreslong nastepujaco [61:

)
QD) A-WT’
gdzie symbole |[W], |T| oznaczaja wyznaczniki z macierzy zmiennosci wewngtrz-
grupowych i catkowitych, czyli wyrazenia proporcjonalne do odpowiednich
uogélnionych wariancji. Wskaznik ten jest naturalnym uogélnieniem jedno-
zmiennego kryterium, ktére zaktada, Ze sita dyskryminacji danej zmiennej
jest tym wieksza, im obliczony dla tej zmiennej stosunek zmiennosci

wewngtrzgrupowej do catkowitej jest mniejszy.

Niech ciag x(l), x(1),..., x(1), x(z),..., x(z),..., x(G),..., x(G)
1 2 n 1 n 1 n,
oznacza wartosci zmiennej X zaobserwowane u n = m ¥n,t.. osobnikdw na-

lezacych do G réznych populacji. Zmiennosci wewngtrzgrupowe Zw i catkowite

Z, obliczamy ze wzordw:



Z f’ @$90-549))2,

&2) Z . =
Y g=1 4=
(3) Zt = 29 (x '&‘ ) ’
g—l z=1
gdzie

n
={g)y - (g) T E
x. = ('zi z; )/ng, &=, 2, el

z. = (gg ngx. )/(n +n,t. ..+nk)

Wprowadzajgc dodatkowe okreslenie zmiennosci miedzygrupowe j Zb:
g -

. )

W
(4) 2 = n (x.
. b g=1 g

mozna tatwo pokazad, ze zmiennos¢é catkowita 2, rowna sig sumie zmiennosci
wewngtrzgrupowe j zw i zmiennosci miedzygrupowe] Zb:

(5) zt = zw+zb.

Z réwnosci powyzszej wynika natychmiast, ze

Z
(6) 0 < EE <1
t
Analogicznie niech ciagg
- €L, 61 (G)
(7) X %y T, X

-
oznacza ciag obserwacji wielozmiennych pochodzacych z G réznych populacji,

tzn.

xig) - (x(g), (g),...,x(g)),

~
B ¥, gy Ry g=1, 2., G

gdzie p oznacza liczbe zmiennych obserwowanych u kazdego osobnika.

Dla danych obserwacji obliczamy wektory $rednich grupowych igg),

g=1, 2,..., G, oraz wektor éredniej generalneij ?., a nastepnie okreslam
g J g 3 €p Y



macierze zmiennosci wewngtrzgrupowych W, miedzygrupowych B i catkowi tych
i:

(8) W = f(x 939 (193950,
g—l =1

(9 A 5 n, x5)E9R,
g=1
G

(10) T=J 25 A BICICLE BT
g=1 <=1

Migedzy macierzami T, B, W zachodzi nastgpujacy zwigzek:
(11) T = W+B.

Ze wzoréw (8) - (10) wynika, Ze macierze W, B, T sq§ macierzami Gramma,

a wigc s3 to macierze okreslone nieujemnie,

Korzystajac z faktu, ze mamy do czynienia z macierzami Gramma, mozemy
oblicza¢ wartosci wyznacznikéw z macierzy { i T wedtug wzordw cytowanych
m. in. przez McCabe’a [5]. Przypusémy, ze obliczamy wyznacznik z macierzy

= {wij}’ O Pl R p- Wyznacznik ten mozemy obliczad wedtug wzoru:

(13 W =0y B2 3319~ W 12, . =17

gdzie symbol w. $5.12.. (21" DRI . PP P, oznacza zmiennosé resztowg
pozosta?q ze zmlennosci poczgtkowej W PO odjgciu od zmiennej nr 7 jej
najlepszej (w sensie metody najmniejszych kwadratdw) liniowej oceny za po-
mocg zmiennych o numerach 1, TR o

Niech symbol A( ) oznacza wskaznik A zdefiniowany wzorem (1), obliczony
dla wektora obserwaCJl o p sktadowych odpowiadajacych p zmiennym, czyli p
cechom. Wykazemy teraz, ze

(13) A ySA

(p-1 (p):

Korzystajac ze wzoru (13) mozemy wskaznik A(p) napisa¢ w postaci

P g 2% Il pp 12...(p71) _ , “pp.12. .. (p-1)
Y 52 B a2 . (o1 (=Dt 2. .. (1)

Wartosci wpp.lz . (pe1) i tpp.lZ...(p-1) mogy byc¢ interpretowane jako



zmienno$ci wewngtrzgrupowe i catkowite nowej zmiennej, a mianowicie reszty
2, okreslonej jako réznica miedzy zmienng X, a jej liniowg oceng za pomocg
zmiennych Xy Xpseens X gt

z; = mi-bo-b1x‘-...-b

~174-12

gdzie wspétczynniki bO’ b1,..., b sq wspotczynnikami spetniajacymi od-

=1
powiednie réwnania normalne wynikajgce z metody najmniejszych kwadratow.

Wobec tej interpretacji jest spetniona nierdwnosc

w
(14) 0 < 222;13;;412112 5k
ppA2...(p71)

Powracajgc do réwnosci (15) otrzymujemy

w
A pp.12...(p-1) > &

A = >
(p) (p=1 tpp.lZ...(p-l) (p e

co koriczy dowdd prawdziwosci wzoru (14).
Analogicznie tatwo wykazaé, ze jest prawdziwa nastgpujaca nierdwnosc:

(15) OsA(p)sl VY p>0.

Wtasnos¢ statystyki A okreslona wzorem (15) oznacza unormowanie wskazni-
ka sity dyskryminacyjnej w ten sposcb, ze jego granicznymi wartosciami s3
wartosci 0 i 1. Im mniejsza wartos¢ wskazZnika A(p) tym wiekszy udziat
zmiennosci miedzygrupowej w zmiennosci catkowitej, czyli tym wigksza sita
dyskryminacyjna rozwazanego zespotu p zmiennych. Wyznaczniki z macierzy

W i T nosza nazwe uogSlnionych zmiennosci wewngtrzgrupowych i catkowitych.

Jesli A(p) = 0, to wynika stad, ze uogdlniona zmiennos¢ wewnatrzgrupowa
jest réwna zeru, a wigc uogdlniona zmiennos¢ miedzygrupowa jest réwna uogdl-
nionej zmiennosci catkowitej. W tym przypadku mamy do czynienia z kompletna,

tj. stuprocentowg dyskryminacjg.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze jesli dyskryminacja jest stuprocentowa, to

skaznik A(p) okreslony powyzej niekonicznie musi by¢ réwny zeru.

Wrasnos¢ okreslona wzorem (13) oznacza, ze dodanie nowych zmiennych nie

ze ,popsuc'’ sity dyskryminacyjnej zmiennych uwzglednionych wczesniej.



W oparciu o wzér (13) napisano procedure DISSTW [2], ktdra realizuje
wybdr zbioru zmiennych o najwigkszej sile dyskryminacji w sensie przyje-
tego wyzej kryterium A. Procedura ta jest generalnie mowigc procedurg kro-
kowa i moze dziataé w kilku wariantach: Mozna mianowicie obowigzkowo wpro-
wadzacé okreslone zmienne do zbioru dyskryminacji, nastepnie dla danych
liczb »2, r1, 0<r2<p, 0<rl<p, mozna dotaczac do tego zbioru dalsze
zmienne, az ich tgczna liczba osiggnie wielkos¢ r2, a nastgpnie z danego
zbioru dyskryminacji eliminowaé¢ zmienne, az liczebnos¢ zbioru dyskrymina-
cji osiggnie wielkos¢ rl. Procedura ta zaétosowana do naszego materiatu
data wyniki zestawione w Tablicy 1.

Tablica 1

Proces wyboru i eliminacji zmiennych

Liczba

zmiennych Wartosc
w zbiorze statys-
dyskr. tyki A

Numery zmiennych w zbiorze dyskryminacji

1 .4582 24

2 .3993 15 24

3 .3709 11 15 24

4 .3456 11 13 15 24

5 .3238 9 11 13 15 24

6 .3091 6 9 11 13 15 24

7 .2950 6 9 1 13 15 24 25

8 .2838 6 9 11 13 15 24 25 26

9 .27h0 2 6 9 11 13 15 24 25 26
10 .2651 2 6 9 1 13 15 17 24 25 26
26 .2058 wszystkie zmienne
10 L2634 6 9 1 13 15 16 18 21 25 26

9 2132 6 9 11 13 15 18 21 25 26

8 .2802 6 9 1 13 15 18 25 26

7 .2893 6 v 9 11 13 15 25 26

6 3036 6 9 11 13 15 26

5 .3192 6 9 11 13 15

4 3530 9.: 103 18§

3 .3691 " 18 15

2 RYLY ih! 13

1 4882 13




W tablicy tej przedstawiono proces krokowego dotgczania zmiennych do
zbioru dyskryminacji, a-nastqpnie stopniowej ich eliminacji. Dla kolejnych
krokdw podano liczbe zmiennych znajdujgcych sie w zbiorze dyskryminacji,
wielkos¢é wskaZnika A oraz numery zmiennych. Jak widaé z wynikoéw umieszczo-
nych w Tablicy 1, najlepsza dziesigtka zmiennych otrzymana przy dotgcza-
niu zmiennych nie jest identyczna z najlepsza dziesigtkg otrzymang przy
eliminacji zmiennych. Fakt ten nie powinien budzié zdziwienia, poniewaz
metoda krokowa nie gwarantuje rozwigzania optymalnego, a jedynie rozwigza-

nie suboptymalne, zblizone do niego.

W rozwazanym przyktadzie wielkosci kryterium A sg zblizone: dla p = 10
przy dotaczaniu zmiennych otrzymujemy A(lﬂ) = .2651, natomiast przy elimi-
nacji zmiennych otrzymujemy A(IO) = .2634. Najlepsza pojedyncza zmienng
wybrang sposréd wszystkich 26 zmiennych okazata sie zmienna nr 24 (odpo-
wynosi A’ . = .4582). Eliminujgc zmienne z pet-

(1 (M -
nego zbioru dyskryminacyjnego otrzymalismy na koniec pojedynczg zmienng

wiadajgca jej wartosc A

o numerze 13, dla ktdrej odpowiednia wartosc AEI) wynos i AZ]) = .4882,
a wiec jest nieco gorsza w sensie przyjetego kryterium od najlepszej po-

jedynczej zmiennej, jaka jest naprawde zmienna nr 24,

b howitksa
5§
c
At 5
¢
e
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r .o
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<
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1. zmiennych
w zb. dyskr.

2 L 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Rys. 1. Wartosc¢ statystyki A jako funkcja liczby zmiennych w zbiorze

dyskryminacji.



Rys. 1 przedstawia wielkoé¢ wskaznika A jako funkcje liczby zmiennych
znajdujgcych sie w zbiorze dyskryﬁinacji. Widzimy, ze wskazZnik ten maleje
najpierw stosunkowo szybko, a nastepnie w okolicy p = 10 stabilizuje sie,
co oznacza, ze dalsze dodawanie zmiennych do zbioru dyskryminacji nie po-

woduje juz w sposéb istotny powiekszenia jego sity dyskryminacji.

3. Diagnoza czyli identyfikacja metodg kanonicznych funkcji dyskryminacyj-

nych

Dane s3 wektory obserwacji p zmiennych u osobnikdw wylosowanych z G
rozwazanych populacji. Chcemy znalezZé nowg zmienng Z bedgcg funkcjg linio-
wg zmiennych Xis Xpseens xp taka, zeby jej wartosci obliczone dla osobni-
kéw nalezgcych do réznych populacji byty mozliwie zrdznicowane. Niech
u = (ul,uz,...,up)' oznacza wektor wspd%czynnikéw fonTy liniowej tworza-
cej zmienng z:

zZ=u'x = u]x1+u2:52+...+upxp.

Jako kryterium wtasnosci réznicujacych zmiennej z przyjmijmy tym razem
stosunek zmiennosci miedzygrupowej do zmiennoscl wewnatrzgrupowej (por.

[11, [4]):

SS
s
A,
w
gdzie
k -
55, = ) ng(zgg)-i.)z = u'Bu,
gt
p M
e 0 a0

g=1 =1

przy macierzach A, W zdefiniowanych wzorami (8) i (9). Wobec powyzszego

nasze kryterium przyjmuje postac

w'Bu

(16) : §

Mozna pokazac, ze kryterium ¢ osigga maksimum, gdy jako wektor w przyjmiemy

najwiekszy wektor wtasny réwnania macierzowego:



10

an (B=-AW)u = 0

lub rownowaznego mu réwnania

(17a) (ﬁ B-A#w)u = 0.

Wektor u bedzie okreslony w sposdb jednoznaczny, gdy przyjmiemy dodatkowe
restrykcje, np. zeby sktadowe wektora u spetniaty warunek sigma-ortogonal-
nosci :
(18) L o = 1

n-k f

Niech ¢ oznacza rzad macierzy B, przy czym jesli obserwowane zmienne

Xps Xpses
(19) t = rg(B) = min(k-1,p).

o5 xp sg liniowo niezalezne, zachodzi réwnos¢:

MoZzna pokazac, Ze réwnanie macierzowe (17) ma ¢ pierwiastkow roznych od
zera oznaczanych A], AZ""’ At i ¢ odpowiadajgcych im wektordw wtasnych
PIRERE ut. Kazdy z nich spetnia warunek simga-ortogonalnosci (18),

LTI
1’
ktory mozemy zapisaé w postaci (I E%? Wu =1, gdzie U = (ul,uz,...,ut).

Kazdy z wektordw Uy okresla formg liniowa tworzacq nowg zmienng kanonicz-
nq &; = uix. Zmienne te sj ortogonalne, co oznacza, ze
7' = 1,
gdzie Z = (zl,zz,...,zt)'.
Jednoczesnie wartosci kryterium ¢ wyznaczone dla l-tej zmiennej kano-

nicznej wynosi

(20) @ =

e s B k.

Dla naszych danych otrzymalismy nastepujace pierwiastki charakterystyczne
(zestawy | i Il zmiennych oznaczaja zmienne wyszczegélnione w Tablicy 1,

otrzymane przy dotgczaniu i eliminacji zmiennych):

liczba cech A] AZ A3 g A“

p = 26 1.739 .400 .150 .102
p =10 (1 zestaw) 1.540 .300 .093 . 045
p =10 (Il zestaw) 1.510 .284 .116 855




Jednoczeénie odpowiedni test (por. [1]) wykazat, ze statystycznie
istotne s3 jedynie dwie pierwsze zmienne kanoniczne. Wynika stad, ze pro-
ces diagnostyczny moze byé przeprowadzony za pomocy dwoch pierwszych zmien-
nych, ktére daja sie odwzorowac na ptaszczyZnie w uktadzie wspotrzednych

ortogonalnych.

W Tablicy 2 podano wspdtrzedne srednich grupowych w uktadzie dwoch

pierwszych zmiennych kanonicznych.

Tablica 2
Wspétrzedne srednich grupowych w uktadzie dwdch pierwszych zmiennych kano-

nicznych

Wi p = 26 p =10 (| zestaw) p = 10 (Il zestaw)
grupy *3 %2. N, Y. o e
1 -.56 -.80 -.50 -.69 =Dl -.69
2 -1.54 +.66 -1.49 +.56 -1.48 +.61
3 +.16 -.11 +.13 -.13 +.09 +.00
4 -1.87 +1.00 ~%.75 +.87 =170 +.72
5 +1.65 +.28 +1.55 +.25 +1.54 03

Wykres srednich dla petnego zestawu p = 26 cech oraz dla | zestawu

p = 10 cech jest przedstawiony jako rysunek 2.

\ 3

2
L ] 5
2 +1.0
®
5
®
+ > ! .
-2.0 -1.0 3 +1.0 +2.0
=
1

+=-1.0

Rys. 2. Wykres érednich grupowych w uktadzie dwdch pierwszych zmiennych

kanonicznych.



Obliczanie przynaleznosci do grup, czyli diagnoza moze odbywac sig
wedtug jednej z nastepujgcych zasad:

a) w przestrzeni kanonicznych zmiennych dyskryminacyjnych nalezy obliczyé
odlegtosci euklidesowe danego punktu indywidualnego od punktdw srednich
dla poszczegSlnych grup (choréb); a nastepnie zaliczy¢ badany punkt do
tej grupy, od ktdrej jego odlegtosc jest najmniejsza,

b) dla kolejnych grup g = 1, 2,..., G nalezy wykonac test statystyczny we-
ryfikujgcy hipoteze, czy badany punkt moze naleze¢ do g-tej populacji;
w tym celu obliczamy statystyki FO/I’ FO/Z”"’ FD/G weryfikujgce hipo-
teze, ze punkt 0 nalezy do g-tej populacji, oraz odpowiadajgce tym
statystykom prawdopodobierstwa

P], Pz,..., PG

przekroczenia obliczonej wartosci FO/g pod warunkiem prawdziwosci hipo-
tezy Hg orzekajacej, ze punkt 0 pochodzi z g-tej populacji, g = 1, 2,
««+, G. Badany punkt 0 nalezy zaliczyé do tej populacji, dla ktérej

obliczona wartos¢ P, jest najwigksza.

G

Statystyki testowe FO/g obliczamy ze wzoru:

21) By = ko m SR LR (sh-z,(f”)z, o= Vs 2fs a5 s

0/g g tln-k) ng+l hm

Testujemy tutaj hipoteze, ze badany punkt z ma rozktad normalny N(z.g),l).
Poniewaz zmienne kanoniczne sg kombinacjami liniowymi duzej liczby zmien=
nych, wiec mozemy przyjaé, ze nawet jesli zmienne x nie majg rozktadu nor-
malnego, to ich kombinacja liniowa bedzie juz miata rozktad zbliZony do

normalnego.

Zamiast obliczaé prawdopodobierstwa P P, mozemy dla danego

1? Pz,..., G

poziomu istotnosci o poréwnac obliczong wartosc kg z odpowiednim kwantylem
rozktadu F Snedecora. Jesli

(223 kg s'XFt,n-k-f,H o

to nie mozemy wykluczy¢é mozliwosci, ze badany osobnik zostat wylosowany
z g-tej populacji. Dla naszych danych, to jest przy wartosciach ¢ = 4,

n =304, k=5, o = 0.05, odpowiedni kwantyl rozktadu F wynosi

Fi, a9u;.05 ™ 4 300;.05 = 2-40-
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W naszych obliczeniach przyjelismy zasade, ze osobnika zaliczamy do tej
grupy, od ktdrej jego odlegtosé euklidesowa jest najmniejsza. Stosujac te
zasadg obliczono dla posiadanego materiatu n = 303 chorych odpowiednie od-
legtosci, po czym przeprowadzono diagnoze. Odtworzone 1iczebnosci grup sa

przedstawione w Tablicy 3.

Tablica 3
Liczebnosci grupowe odtworzone za pomocg kanonicznych zmiennych dyskrymina-

cyjnych

petny zestaw p = 26 cech

numer 1iczebnos$é odtworzone liczebnosci grup % dobrych
grupy grupy  grupa 1 grupa 2 grupa 3 grupa 4 grupa 5 klasyf.
1 103 63 “H 7 9 13 61.2
2 48 8 19 3 15 3 39.6
3 23 5 2 10 1 5 43.5
4 24 1 4 2 17 0 70.8
5 105 2 2 2 1 95 90.5

zestaw | p = 10 cech

1 103 48 10 17 8 20 46.6

2 48 i 21 3 11 2 43.7

3 23 7 2 6 2 6 26.1

B 24 1 4 2 17 0 70.8

5 105 3 1 16 1 84 80.0

zestaw || p = 10 cech

1 103 51 12 s 11 22 k9.5

2 48 8 17 3 16 k4 35.4

3 23 5 1 10 1 6 43.5

4 24 1 5 4 14 0 58.3

5 105 4 1 6 1 93 88.6

Jak wynika z Tablicy 3, sita diagnostyczna zmiennych zestawu | i zesta-
wu Il jest zbliZona, jednak zestaw | daje wigcej dobrych klasyfikacji
w grupie 2 i 4 (powiktania), natomiast zestaw || daje wiecej dobrych kla-

syfikacji w grupie 5, czyli grupie kontrolnej.



Sita diagnostyczna obydwu zestawdéw p = 10 zmiennych jest niewiele
mniejsza niz sita diagnostyczna wszystkich p = 26 badanych zmiennych, co

potwierdza naszg uwage wypowiedziang pod koniec rozdziatu 2 tej pracy.

Tablica 4
Przyktadowe wartosci wspdtrzednych niektdrych punktdéw indywidualnych w ukta-

dzie zmiennych kanonicznych

Wspétrzedne obliczone z p = 26 cech

i el v o %2 3 R
1 1 -1.089 -1.288 -.300 - .49k
1 2 +.776 -.018 =37 +.078
1 3 -1.406 -3.231 1.084 +.717
1 4 -1.049 -2.124 +.738 +.797
2 1 -1.822 +.295 +2.262 +1.440
2 2 -1.637 +.971 +.002 -.403
5 1 +1.673 +.106 -.283 -1.784
5 2 +1.424 +1.616 -.747 -.995
5 3 +2.822 +.115 +.382 -1.082
5 i +1.848 #.379 +1.324 +1.286

wspotrzedne obliczone z p = 10 cech (zestaw |)

1 1 -1.098 -1.896 +.551 -.747
1 2 +.890 +.243 +1.004 +1.090
1 3 *T. 253 =3 172 = 2Dl +, 713
1 4 -1.520 -1.845 -.628 -.207
2 1 -1.657 +.207 -2.282 +.213
2 2 -1.450 +.942 +.176 +.153
5 1 +1.498 +.157 +1.080 -2.243
5 2 +1.470 +1.713 +1.195 -.697
5 3 +2.743 +.162 +.344 -1.130
5 4 +1.470 +.182 -1.671 -.186




Tablica 5

Przyktadowe wartosci statystyki kg umozliwiajgce diagnozeg

Wartosci statystyki kg obliczone z p = 26 cech

Numer Numer k 7 k T

grupy osobnika 1 2 3 4 kS
1 1 .20+ 1.29 1.42 2.53
1 2 .761 V.87 .20+ .07 .38
1 3 2,04+ 3.81 4,02 5.42 5.70
1 4 79+ 2.00 2.0 3.4 3.48
2 1 2.43 1.13+ 3.80 3.08 L.67
2 2 1.07 .22 1.58 10+ 2.80
5 1 2.16 3.85 2.10 3.47 17+
5 2 2.76 3.16 T.75 2.70 .8h+
5 3 3.28 5.22 2.9 5.66 .62+
5 4 2.62 3.19 2,22 5.15 .83+

Wartosci statystyki kg obliczone z p = 10 cech, | zestaw

1 1 .62+ 1.93 1.59 2.00 3.05
1 2 1.27 2.18+ .30 2.19 .69
1 3 1.82+ 3.49 2.75 4.39 4.96
1 L .68+ 1.42 1.78 2.21 3.48
2 1 1.83 .82+ 2.52 2.31 3.78
2 2 .89 4 L 13+ 2.34
5 1 2.59 4,12 2.61 3.63 1.48+
5 2 2.81 3.29 1.84 2.74 .99+
5 3 3.06 4.91 2.42 5.15 .67+
5 4 1.83 2,52 1.62 3.95 .67+

W Tablicy 4 podajemy przyktadowe wspdtrzedne wybra;ych na chybit-trafit
punktéw indywidualnych w uktadzie wszystkich czterech zmiennych kanonicz=
nych. Wspétrzedne te s3 podane zardwno dla zmiennych kanonicznych obliczo=
nych ze wszystkich p = 26 cech jak réwniez dla |-go zestawu zredukowanego
obejmujgcego p = 10 cech. Zauwazylismy juz wczesniej, ze tylko dwie pierw-
sze zmienne kanoniczne s3 statystycznie istotne dla zagadnienia dyskrymina=
cji, natomiast pozostate dwie wyrazaja inne wtasnosci charakteryzujgce ba-

danych osobnikéw, ale nie posiadajgce whasnosci réznicujgcych. Stosownie
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do tej uwagi mozemy w Tablicy 4 zobaczyé, ze pierwsze dwie wspotrzedne

obliczone dla p = 26 i p = 10 s3 dos¢ podobne, pozostate dwie - rézne.

Przypuscmy, ze chcemy postawié diagnoze dla punktu P. Nanoszgc wspot-
rzedne tego punktu na wykres srednich grupowych przedstawiony przez nas
wczesniej jako Rys. 2 mozemy ,naocznie' zobaczyé podobieristwo danego punk-
tu do rozwazanych grup oznaczajacych rézne choroby.

W ten sposdb np. punkt oznaczony przez nas symbolem (1,1) o wspStrzed-
nych (-1.089,-1.288) jest najblizszy $redniej 1-szej grupy, w naszym przy-
padku astmatykdw, natomiast daleki od srednich pozostatych grup. Tak wiec
w tym przypadku mozemy by¢ sktonni do przypuszczenia, ze badany punkt
(1,1) nalezy do grupy astmatykdw. Analogicznie dla ostatniego punktu Tab-
licy 4 mozemy zobaczyé, ze punkt ten jest najblizszy Sredniej grupy pigtej
(kontrolnej), a wiec ze pacjent o tych wspotrzednych nie wykazuje objawdw

chorobowych.

Tablica 5 podaje dla tych samych pacjentéw, ktérych uwzgledniono w Tab-
licy 4, odpowiednie wartosci statystyki kg okreslonej wzorem (22). Przyj=
mujgc jako wartos¢ krytyczng tej statystyki wartogé Fh,300,.05 = 2.40
dochodzimy np. dla punktéw (1,1) i (5,4) do nastepujacych konkluzji:

Punkt (1,1) jest co prawda najblizej sSrodka grupy | oraz prawdopodo-
bierfistwo przynaleznosci tego punktu do grupy | jest najwieksze, jednak
na-podstawie obliczonych statystyk kg, g=1, 2,..., 5, mozemy wykluczyé

jedynie przynaleznosé tego punktu do grupy V.

Jesli chodzi o punkt (5,4), to najbardziej prawdopodobna jest jego przy-
naleznos¢ do grupy V, jednak nie mozna wykluczy¢ przynaleznosci tego punktu

do grupy |l Tub IV,

4. Diagnoza, czyli identyfikacja metodg liniowych i kwadratowych funkcji

dyskryminacyjnych przy zatozeniu normalnosci rozktadu

Niech prawdopodobierstwa H‘, Hz,..., HG bgdg prawdopodobieristwami a prio-
ri, ze badany osobnik pochodzi z populacji o numerze Y 2,004, G. Zakéimy
dalej, ze badamy p cech, czyli ze otrzymujemy dla kazdego osobnika wektor

X = (x1,x2,...,xp)' oraz ze wektor ten ma p-wymiarowy rozktad normalny
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Np(u(i),zi) o gestosci prawdopodobierstwa f(x;u(t),zi) okreslonej wzorem

(23) £ @2 = @21 e {§ 0@ en ),
2N Byl

Badany osobnik nalezy do jednej z rozwazanych G populacji, ktdre moga réz-
ni¢ sig zaréwno wektorem wartosci $rednich u( ), jak i macierzg kowarian-
CJI z - Korzystajgc z wzoru Bayesa obliczamy prawdopodobieristwo a posterio-
r|, ze obserwacja x zostata wylosowana z rozk%adu o numerze %:

Ilif(x,u(w. z,)

(2h) P(Z/x) = R N,
Znif(’(;u ’27’)
Badany wektor x zaliczamy do tej populacji, dla ktérej jego prawdopodo-

bieristwo a posteriori jest najwieksze.

Diagnoza na podstawie prawdopodobieristwa P(7/x) okreslonego wzorem (24)
jest rownowazna diagnozie wykonywanej na podstawie wartosci samego tylko
licznika wzoru (24); a réwniez na podstawie logarytmu z wartosci tego licz-

nika; czyli na podstawie wartosci wyrazenia:
1 1 z =i & 3
(25) §; ==z iniz -5 G e, ia1, 2,00, 6

Jest to wyrazenie s+uzqce tzw. dyskryminacji kwadratowej, poniewaz identyfi-
kacja odbywa sie tu na podstawie formy kwadratowej obliczanej z danego wek-

tora obserwacji x.

Jesli zatozymy, 2e wszystkie macierze kowariancji sg réwne, czyli

to czton - % In|z] -%-x'x-lxijest wspolny dla wszystkich wartosci Si’

=1, 2,..., G, | mozemy go poming¢. Otrzymujemy wtedy wyrazenie

FRERES 5 LIS RN it
(26) b% = p MR 7 Uz ui+ln ..
Jest to wyraZzenie stuzgce tzw. dyskryminacji liniowej, poniewaz identyfika-

cja odbywa sig tu na podstawie liniowej funkcji obserwacji. Wektor
(i)' "' = g okresla tzw. Ilrmowq funkcje dyskryminacyjna. Na ogét nie zna-
my doktadnych wartosci u( ) oraz . i wobliczeniach postugujemy sie odpo-

wiednimi estymatorami obliczonymi z prdby.



W Tablicy 6 podano liczebnosci grupowe odtworzone za pomocg liniowych
i kwadratowych funkcji dyskryminacyjnych, natomiast .w Tablicy 7 podano
przyktadowe wartosci prawdopodobieristw a posteriori obliczonych metoda
dyskryminacji liniowej i kwadratowej. Wyniki te dotyczg zestawu | zawie-

rajgcego p = 10 cech.

Nie mozna byto wykonaé dyskryminacji kwadratowej dla petnego zestawu
p = 26 cech, poniewaz liczebnoéci w grupach 2 i 4 byty zbyt mate, zeby

obliczyé wyznacznik i macierz odwrotng z prdbkowych macierzy kowariancji.
L

Dla niektérych innych zestawéw cech wystapita trudnosc¢ w obliczaniu
prawdopodobieristwa a posteriori explicite wedtug wzoru (24); mianowicie
okazato sie, ze wyrazenie znajdujace sie w wyktadniku funkcji exp(+) jest
zbyt duze lub zbyt mate, i nie mozna obliczy¢ wartosci tej funkcji. Tak
np. uzywajac translatora ALGOLu na m.c. ODRA 1204 (mta3) mozna obliczyc
funkcje exp(x) jedynie dla 2 <510.99999998 1n 2.

i Tablica 6
Li@zebnos’ci grupowe odtworzone za pomocy liniowych i kwadratowych funkcji
dyskryminacyjnych obliczanych dla zestawu |, p = 10 cech

Dyskryminacja liniowa

numer 2 3 4 5 liczebnosé % dobrych =
grupy grupy klasyfikacji

1 66 7 1 5 24 103 64.08

2 18 18 1 8 3 48 37.50

3 12 0 3 0 8 23 13.04

L 5 1 1 1 24 43,83

5 6 1 0 1 97 105 92.38

Dyskryminacja kwadratowa

1 67 5 7 5 19 103 65.04

2 1 23 3 8 8 48 47.97

3 3 1 10 1 8 23 43,48

4 1 1 0 21 1 24 87.50

5 El 1 0 0 100 105 95.24



Tablica 7
Przyktadowe wartosci prawdopodobierstw a posteriori

Numer Numer

grupy osob. P(1/x) P(2/x) P(3/x) P(L/x) P(5/x)

Dyskryminacja liniowa

1 1 .92721+ .02893 .02560 L01154 .00673
1 2 .16596 .01160 .26421 .00520 .55304+
A 3 <9575 .01357 . 02642 .00089 .00162
1 4 .88308+ .08736 .01864 .00793 .00299
2 1 .21280 L7574+ 00974 .01597 .00405
2 2 .22295 47817+ L0b2k0 . 24460 .01187
5 1 09044 .00168 .01609 .00199 .88979+
5 2 02244 .00370 .03232 .00507 .93648+
5 3 .00735 .00007 .00516 .00002 .98740+
5 b .08033 .00878 .02455 .00019 .88616+
Dyskryminacja kwadratowa
1 1 .92766+ .07219 .00014 .00001 .00000
1 2 .00282 .00288 .00198 .00000 .99232+
1 3 .99992+ .00008 .00000 .00000 .00000
1 b .34537 .64453+  ,00009 .00000 .00000
2 1 .64753+ .35245 .00002 .00000 .00000
2 2 .10712 .28818 .01745 .58725+ .00000
5 ¥ .00179 00000  .00000  .00000 .99821+
5 2 .00007 .00000 .00000 .00000 99893+
5 3 .00014 .00000 .00000 .00000 .99986+
5 4 .00085 - .00000 .00026 .00000 .99889+

Jako prawdopodobieristwa a priori przyjeto frakcje liczebnosci poszcze-

gélnych grup liczone w stosunku do sumarycznej |iczebnoéci wszystkich grup.

Pordwnujac 1iczebnosci grgpo@e odtworzone za pomocg liniowych i kwadrato-
wych funkcji dyskryminacyjnych widzimy w Tablicy 6, ze dyskryminacja kwadra-
towa daje nieco lepsze wyniki niz dyskryminacja liniowa. W szczegSlnosci
liczba dobrze zaklasyfikowanych oséb przy dyskryminacji kwadratowej rdéwna sig

221, natomiast przy dyskryminacji liniowej tylko 203.
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5. Wnioski koricowe

W pracy rozwazono mozliwosci stosowania do automatycznej diagnozy
nastepujacych metod:
a) klasycznej éna]izy dyskryminacy jnej poprzez liniowe i kwadratowe funk-
cje dyskryminacyjne,

b) kanonicznych zmiennych dyskryminacyjnych.

Wydaje sie nam, ze szczegdlnie uzyteczna przy automatycznej diagnozie
moze byé metoda kanonicznych szennych dyskryminacyjnych. Metoda ta w swej
zasadniczej czeéci nie wymaga zatozeri o normalnosci rozktadow i pozwala
znacznie zredukowaé wymiarowo$¢ zagadnienia. Ponadto metoda ta pozwala
sporzadzié wykres punktow indywidualnych, ukazujacy potozenie badanego
punktu na tle $rednich badanych grup, do ktérych ten punkt moze nalezec.

Niezaleznie od tego sadzimy, ze réwniez uzyteczne moze byc obliczanie
prawdopodobieristw a posteriori za pomocg 1iniowych funkcji dyskryminacyj-
nych. Prawdopodobieristwa te s3 pewng unormowang miarg mozliwosci nalezenia
badanego punktu do poszczegélnych grup.

Przed rozpoczeciem procesu diagnozowania warto odrzuci¢ zmienne, ktore
powtarzaja zawarte w innych zmiennych wtasnosci réznicujgce badane grupy.
Bardzo uzyteczna do tego celu okazata sig procedura DISSTW opisana w roz-

dziale 2 tej pracy.
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